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Im Rahmen einer Logik der Werte geht man normalerweise davondass, fiir die
jeweilige Bezugspersora sowohl eine Wahrscheinlichkeitsfunktiow, als auch ein
metrischer Wertbegrifiu, (den Personenindea lassen wir im Folgenden meistens weg)
erklart ist, wobei fiir die Nutzensfunktiannsbesondere zu gelten hat:

Ul:  u(AOB) = u(A)xw(A) + u(B)xw(B) / w(ACB), fallsw(AB) = 0.

Nach diesenMittelwertprinzip ist der Nutzen oder Wert einer Disjunkti&iB gleich dem
mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeitéf), w(B) gewichteten Mittel der Einzelwerte
u(A), u(B), vorausgeseta ist (nach Meinung voa) mit B unvertraglich. Es gelten dann u.a.
die folgenden, einfachen Theoreme:

T1: w(A) =00u(ADB) =u(B)
T2:  w(A) =10 u(ADB) = u(B)
T3 u(A) > 00u(B) > 00 u(AB) > 0, fallsw(AB) = 0.

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Funktidiir die jeweiligen Argumente definiert ist, dass
diese also eine nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit haben — @r=an@ bleibt uC)
undefiniert.

Nach Untersuchungen von R. C. Jeffrey und E. Bolker kdnnte man dicawsta, undw,
alternativ auf einen komparativen Wertbegsff stiitzen, den man mittels der metrischen
Begriffe naturlich perA <, B) := (U(A) < u(B)) definieren wirde. Es lasst sich dann zeigen,
dass komparative Wertstrukturen unter gewissen Voraussetzungen metrsietba

Zu jedems,, das einschlagigen Bedingungen genigt, gibt es ein Wahrscheinliote@its
w, und eine Nutzensfunktion, dergestalt, dass fur alle (f.8) B gilt: (A<sB) genau dann,
wenn (gdw.)ua(A) <u(B).* Als Nebenprodukt dieses Metrisierungssatzes darf man sich dabei
auf normierteNutzensfunktionem stiitzen, fiir die gift

U2  u(ACRA) =0.

Aus diesem Grunde gehen auch wir im Folgenden stets von nommiduteensfunktionen
aus, die u.a. den nachstehenden Prinzipien gehorchen:

T4: wA)=10u(A) =0
T5:  u(A) >0=u(A) >u(=A)
T6: u(A)<00u(-A)<0.

In dieser Arbeit sollen nuklassifikatorischeNertbegriffe untersucht werden, von denen sich
insbesondere die folgenden zwei anbiet&nst gut gdw. der Wert vorA grol3er ist als der
von - A (bzw. angesichts von U2 bzw. T5 aquivalent: wa@ > 0 bzw.u(A) > u(Al-A));
und zweitensA ist optimal oderuneingeschrankt gugdw. nicht nurA per se gut ist, sondern
wenn zugleichA in Kombination mit beliebigen anderen (mitvertraglichen) Ereignisses

gut ist. Diese Grundgedanken explizieren wir formal durch

Def.1: G(A) = (u(A) > 0)

Yvgl. F. v. KutscheraEinfiihrung in die Logik der Normen, Werte und Enésdungen(Freiburg - Miinchen
1973), Abschnitte 3.3 und 3.4 sowie die dort angege Literatur.

2 Die reprasentierenden Nutzensfunktionen' sind namlich nur eindeutig bis auf Transformatioden Gestalt
u'(A) = axu(A)+b / cxu(A)+d mit gewissen Bedingungen fur die Paramaidy, ¢, d; vgl. Kutschera (1973), S.
98.



Def.2: O(A) = u(A) > 0OAB(wW(ADB) > 00 u(ALB) > 0).
Der Leser kann leicht die folgenden Gesetze verifizieren:

T7:  O(A) OG(A)

T8: G(A) O M(A), wobeiM(A): =w(A) >0
TO:  G(A) O M(-A)

T10: G(A) O -~G(-A)

T11: O(A) O-0O(=A)

T12: G(A) OG(B) O G(AB)

T13: O(A) 0O(B) O O(ACB)

T14: U(A) OG(B) O G(AB), wobeiU(A): = - M(=A)
T15: M(AOB) OO(A) O O(ACB)

T16: U(A) OG(ADB) O G(B)

T17: U(A) DO(ADB) 0 O(B)

T18: A=B | G(A) O G(B)

T19: A=B | O(A) O O(B).

All diese Prinzipien folgen aus dem Mittelwertprinzip U1, dermNierungsbedingung U2
und den bekannten Axiomen subjektiver Wahrscheinlichkeit zusammen mitefi@rti@nen
1 und 2.

Wenden wir uns nun zunachst einer Logik des ,starken* Wertbe@rifis und setzen eine
geeignete aussagenlogische Sprache (mit unendlich vielen Satzken)standeis, wobei fur
die zusatzlichen Operatore@ und U die Formregeln gelten: Ish ein Satz, der keine
Vorkommnisse vonQ' oder ,U’ enthélt, so sind(A) undU(A) Satze unserer Sprache — wir
beschranken uns also vorerst auf eine Sprache ohne Iterationen volopdoatarenO, U.
Die fiir die gesucht®©-Logik bendtigte Teillogik des Operatots wurde in Lenzen (1980)
ausfuhrlich dargestellt. Wir kdnnen uns deshalb mit dem Hinweis begnigss, sie
axiomatisch durch Hinzunahme von

U1:  UA) OM(A)

U2: U OUB) O U(ALB)

RU: A FU®A)

RU* AOB | U(A) O U(B)

zu einer Standard-Basis der normalen Aussagenlogik gewonnen wentgnwabei die
Deduktionsregeln RU, RU* natirlich voraussetzen, dags imd B keine Modaloperatoren
vorkommen. Die Wert-LogilO erhélt man nun als Erweiterung dieses doxastischen Kalkils
der Uberzeugungslogik durch zusatzliche Aufnahme der Axiome

0O1: O(A) OK(A), wobeiK(A): = M(A) OM(=A)

02: O(A) OO(B) 0 O(ALB)

03: O(A) OM(ADB) O O(ACB)

O4: U(A) OO(ADB) O O(B)

sowie der entsprechend auf modalfreie Satze eingeschrankten Deduktionsregel

RO: A=B | O(A) 0 O(B).?

3 Statt durch O1-04, RO kénnte man @i ogik alternativ durch 01-0O3 + 04tJ(A=B) O (O(A) 0 O(B))
axiomatisieren. Aus RU und O4* folgt namlich sofe®, und O4 gewinnt man wie folgt: nii(A) hat man
U(ADB = B), so dass nach O4(AOB) O O(B) folgt. Umgekehrt gewinnt man O4* mittels O3, RGAUO4;

denn audJ(A=B) folgt mit O(A) gemaR OD(ADB); daAB mit (A=B) OB logisch dquivalent ist, erhalt man per
RO weiterO((A=B) O B) und daraus wegdi(A=B) nach 04 das gewiinscii¢B).



Zur intuitiven Gultigkeit dieser Axiome vo® ist lediglich darauf hinzuweisen, dass so wie
sich dieO-Prinzipien 01-0O4, RO aus den Gesetzen fur normierte Nutzensfunktbiesten
lassen (vgl. T7-T9, T13, T15, T17), entsprechend die reih@minzipien U1, U2, RU und
RU* aus den ublichen Wahrscheinlichkeitsgesetzen zusammen mit daitidefU(A): =
w(A) = 1 folgen.

In Verallgemeinerung des Begriffs eines probabilistisddeviodells aus Lenzen (1980),
Abschnitt 6.3 erhalt man fir die starke Wertlo@kdie folgende, ganz naturlich (d.h. durch
die Def. 2) bestimmte mdgliche-Welten-Semantik:

Def.3: EinO-Modell ist ein Quadrupellsw, u, V>, fir das gilt:

a) | ist eine nichtleere (h6chstens abzéahlbare) Menge von ,Welten®;

b) wist eine Funktion, die jederal ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf der
Potenzmenge/Al) von| zuordnet;

c) uist eine Funktion, die jederal eine normierte Nutzensfunktianauf 22(1)-N
(mit N; :={J: JOI Owi(J) = O}) zuordnet;

d) Vst eine Funktion, die jedem Satzelativ zu jedeniel einen Wahrheitswert
V(i, A\{w, f} so zuordnet, dass gilt:
D V(i,=A) =wgdw.V(i, A) =f;
I V(,AOB) =f gdw.V(i, A) =w undV(i, B) =f;
ny  V(i, UA) =w gdw.wi([A]) = 1;
V) V(i, O(A)) =w gdw.u([A]) > 0 und f.aXO[A]: wennw;i(X) > 0, danru;(X)

> 0.

Es lasst sich zeigen, dass der angegebene Kalkidiaquat ist relativ zur angegebenen
Semantik. Dabei kann die Widerspruchsfreiheit @ralso die Tatsache, dass alle Theoreme
von O durch samtlichéd-Modelle in allen Welten erfillt werden, vom Leser relativ heic
nachgeprift werden. Der Beweis der Vollstandigkeit @nst hingegen alles andere als
trivial und kann auch im Rahmen dieser Arbeit nicht komplett ausgefidarden. Als
Kernstlck jenes Beweises wollen wir hier lediglich den nachfalgn Metrisierungssatz fur
starke klassifikatorische Wertstrukturen beweisen, wobei definiedt wir

Def.4: Eine starke klassifikatorische Wertstruktur ist ein Tripell, O>, fur das gilt:
a) K st eine nichtleere, endliche Menge;
b) U ist eine Teilmenge vorn’(K), so dass
) KOU
1) XOU O XOU
1) XOU OYOU O (XnY)OU
V) XOY OXOU O YOU,

c) O ist eine Teilmenge vor’(K)-N (mit N :={X: X OU}), so dass
) XO0O O XOU O X OU
II) XOJO OYDO O (XOY)Oo

) XJO O X nYOU O (XnY) 0O
IV) XOU O (XnY) 0O O YOO.

Die Bedingungen bl - IV) und cl - IV) stellen dabei einfach diengentheoretischen
Korrelate zu RU, U1, RU* bzw. O1-O4 dar; die Sub-Strukti€, <J> einer starken
klassifikatorischen Wertstruktur K& U, O> ist zugleich eine starke klassifikatorische
Wahrscheinlichkeitsstruktur im Sinne von Lenzen (1980), wo sich auch furashbbve



(probabilistische) Strukturen einschlagige Metrisierungsresultaten. Hier soll nun gezeigt
werden, dass gilt:

METRISIERUNGSSATZ

Zu jeder starken klassifikatorischen Wertstrukt{r &, O> gibt es ein Wahrscheinlichkeits-
malw auf P(K) und eine normierte Nutzensfunktiarauf 2°(K)-N, so dass fuK[K:

XOU gdw. w(X)=1 und
XOO gdw. u(X) >0 und f.aYOX: wennw(Y) > 0, danru(Y) > 0.

Beweis Da die Grundmeng€ gemald Def.4 stets endlich ist, sind auefK) und a fortioriUu
nur endlich. Setzt mak*:= [ xou X, so gilt deshalb nach Def.4, b, IK} U, und nach b |,
) ist K* # [0, etwaK* = {ky,..., kn} . Die gesuchte Mengenfunktiendefinieren wir durch:

(1) w({k}):=1/n fari=1,...,n
w ({k}) ;=0 furkOK-K*
w(X) =Ziox W({ k) fuar XOK.

Wie man unschwer verifiziert, gilt/(X) = 0 fur XOK, w(K*) = w(K) = 1 sowiew(XY) =
w(X)+w(Y), falls w(XNY) = 0, d.h.w ist eine Wahrscheinlichkeit auf (K). Aul3erdem erfullt
w die gewinschte Reprasentationsbedingung, denifurist K* X, alsow(X) = w(K*) = 1,
ist dagegerr (XOU), so kann wegeK*[JU nach b 1V) auch nicht gelteg*[0X; d.h. es gibt
ein kOK*, etwak = k;, mit = (ki0X); ausXO(K-{ k;}) folgt dann abew(X) < w(K) - w({k}) = 1
- 1/, d.h.w(X)<1.

Zur Definition der Nutzensfunktiom setzt man zunachst’ := Uxoo X. Wegen der
Endlichkeit vonz2(K) gilt nach ¢ I)K*0O; daraus folgt mit ¢ IK*'OU, d.h.w(K") > 0, also
mit w(K*) = 1 (wegenK*JU) auchw(K*nK*) > 0, d.h. (K +NK *)0OU, deshalb K" nK*) 0O
nach c, Ill); ferner isKk"nK* echte Teilmenge vokK*, denn andernfalls ergéabe sigh 0O
im Widerspruch zu c I). Wir kénnen also ohne Beschrankung der Adligdyait annehmen,
dassK'nK* = {k,...,kn} fiir einm < n (undm > 0 — andernfalls gewinnt man trivialer-
weise durchu(X) = 0 fur alleXOOK mit w(X) > 0).

Setzt man nun beispielsweise

(2) uf{k}) =1 farj=1,....m
u{k}) :=-m/(n-m) farj=m+1,...,n
u(xX) := Zkox U{K}) w({k}) /w(X) fuarXOK mit w(X) > 0,

so wirdu eine normierte Nutzensfunktion; denn eu{$t) = 1<j<m U({ ki} )xw({ k}) + Zm+i<j<n
u({k})xw({ki}) + Zickke u({k})>xw({k}) = (mx1x1/n) + ((-m)x(-mV(n-m))x1/n) + O =m/n +
(-m/n) = 0.

Ferner ergibt sich fiw(XnY) = 0: u(XOY) = Zxaoxay (U{K})xw({k}) / w(XOY) =
[Ziox (U KE)*W({K}) + Ziay (U k})xw({k})] / w(XTY) = (u(X)xw(X) + u(Y)xw(Y)) / w(XDY),
wie zu zeigen war. Schlie3lich erfullt die fragliche Reprasentationsbedingung; denn flr
XOO folgt wegen ¢ )X OU, alsow( X ) < 1, d.hw(X) > 0, und deshalb auaf{X) > 0; denn
ist YOX mit w(Y) > 0, d.h.Y OU, so nach c lI)YOO, alsoYOK", gemaR (2) ist dana(Y) =
u(YnK*) = Zigq u({ ki})xw({k}) / w(YnK*) = (ix1x1/n) / (ix1/n) = 1 fur eini mit 1<i< m,
also jedenfallsi(Y) = 1 > 0. Ist hingegeK[JO, so furw(X) > 0 auch nichtXnK*) O K*; denn
andernfalls wiirde miK'0O wegenw(X) = w(XnK*) > 0 nach c Ill) folgen XnK*) 0O, also
mit ¢ 1V) wegenK* U auchXJO im Widerspruch zur Annahme. Es gibt also ldiffXn K*)



mit kOK”, fir das dann gitv({k}) = 1h undu{k}) = -mV(n-m), d.h. es existiert eiMIX mit
w(Y) > 0 abem(Y) < 0. Damit ist der Metrisierungssatz bewiesen.

Die bisherigen Ausfuhrungen wirden — wie ich hoffe — fir méineeit den Titel ,Ist
optimal’ rechtfertigen. Um auch das durch ,Ist gut’ gegebene Mieekpn einzulésen, méchte
ich abschlie3end eine Logik fur den schwacheren Ope@Gimmindest skizzieren. Mit den
frGheren Theoremen T8, T9, T12, T14 und T16 (T10 folgt aus T12 und T9) haben wir z.B.

Gl:  G(A) OK(A)
G2:  G(A) OG(B) O G(AB)
G3:  U(A) O (G(B) = G(ADB))

sowie die Regel
RG: A=B}G(A) 0G(B)
als potentielle Kandidaten fiir einen axiomatisc@#d-Kalkiil gewonnen. Tatséchlich folgen

jedoch aus den Bedingungen fur normierte Nutzensfunktionen noch eine Rstkeemw
Prinzipien, darunter

T20:  G(A) O G(ADB) OG(A-B)
T21:  G(A) O G(ADB) OG(A-B)

Es stellt sich deshalb die Frage, ob die Hinzunahme dieser und gegfiils weiterer
Gesetze zu einem vollstandigen System der ,,schwachen® Wertlogik fihrt.

Um diese Frage beantworten zu kdnnen, ist es unerlasslich, emas lkedmplizierten
Hilfsbegriff einzufuhren: den destrikten Aquivalenzvon SatzmengerdAs,...,A} und
{Bu,...,Bn}. Firn = 1 sollen solche Satzmengen strikt aquivalent heiRen, wenn aus logische
Grinden genau so viele Satze der ersten Menge wahr sein missgitzei@us der zweiten
Menge. Symbolisiert man diesen Sachverhalt duféh,..., A}SAB,..., By}, so gilt
zunéchst (rein probabilistis¢h)

T22:  {Ay..., A}SABL..., B} O Zicicn WA) = Z1cien W(B)).

Die entsprechenden Summen der Nutzenswerte kdnnen hingegen fur strikileidei
Satzmengen divergieren. Es lasst sich allerdings zeigems, maslestens ei3; einen
positiven Wertu(B;) > 0 haben muss, falls mindestens &ipositiv und alle tbrige#; nicht-
negativ sind, d.h. es gilt die Regel:

RGy  {Aun...,A}SAB,,...,B} | GA)I-G(=A)0...0~G(=Ay) O G(By)0...OG(By).

Furn = 1 bedeutef A} SA B}, dassA; mit B; logisch aquivalent ist. Deshalb folgt aus RG
unmittelbar unser friheres RG. Weiterhin lassen sicim far2 aus RG auch die Theoreme
T20 und T21 ableiten. Denn — wie der Leser leicht verifiziert — gt Al A} SA-
{ACB, A[-B}; deshalb folgt auss(A)[HG(-~(ARA)) gemall R G(ALB)UG(A+B), so
dass man wegenG(-(All=A)) (nach G1) T20 erhalt. Und T21 gewinnt man analog aus der
Beziehund A, ALk A} SA ACB, AL-B}.

Ubersetzt man nun die Bedingungen-8%3, RG, in die mengentheoretische Sprache,
indem man definiert:

Def.5: Eine schwache klassifikatorische Wertstruktur ist eipel'r<K, U, G>, fur das
neben den Forderungen a), b) von Def.4 zusatzlich gilt:
c) G ist eine Teilmenge von’(K)-N, so dass
) XOG OXOU O X Ou
1) XOG OYOG O (XOY) OG

*Vgl. W. LenzenGlauben, Wissen, Wahrscheinlichk@ltien - New York 1980), spez. Kap. 4.



) XOU O ((XnY)OG = YOG)
IV) flrallen>1 und alleXy,..., Xn, Yi,..., Yo O K: Wenn fur allekK gilt:

] O P J—
T1cien Xi(K) = Z1cicn Y i(K),> dann folgt au,0GO X ,0GO... OX ,OG, dass
Y.OGLL..OY,0G;

so gilt héchstwahrscheinlich der
METRISIERUNGSSATZ

Zu jeder schwachen klassifikatorischen Wertstruktdy &, G> gibt es ein Wahrscheinlich-
keitsmafdv auf P(K) und eine normierte Nutzensfunktiarauf 2°(K)-N, so dass fuX[CK:

XOU gdw. w(X)=1 und
XOG gdw. u(X)>0.

Ein Beweis dieser Vermutung findet sich hoffentlich in geplantachfblgearbeitefi. Mit
seiner Hilfe wird sich dann weiter zeigen lassen, dasskdieiasrte G-Logik, also das System
der Aussagenlogik erweitert um U1, U2, RU*, G1-G3,,R@lIstandig und widerspruchsfrei
ist relativ zu der nachstehenden Semantik, die einfach den Inhalt vio®d @sm dem
.Starken” WertbegriffO auf den ,schwachen” Begrit Ubertragt:

Def.6: EinG-Modell ist ein Quadrupellsw, u, V>, das den Bedingungen a) - d Ill) von
Def.3 geniigt und bei dem die Funktigrlie zusatzliche Bedingung erfullt:
IV) V(i, G(A)) =w gdw.  u([A]) > 0.

Weitere Details findet der Leser — wie erwéhnt — wahrscheinlich iergpéfrbeiten. Hier sei
abschlieBend nur resuimiert, dass auch aufgrund der hier nur rudirreng&iragenen
Ergebnisse das weitere Studium klassifikatorischer Wertbeguf ,ist gut’ interessant und
lohnend erscheint.

O O O
® Fiir XOK ist die charakteristische FunktioX vonK in {0,1} definiert durch X (k) = 1 fallskeX und X (k) =
0 andernfalls.
®Vgl. W. Lenzen, ,On the representation of classifory value-structures” iiheory andDecision15 (1983),
349-369. Eine weitere, zur Verdffentlichung Journal of Philosophical Logikonzipierte Arbeit , The logic of
weak and strong value concepts” ist hingegen rdehéenen.
" Eine alternative Axiomatisierung bestinde in G1,#G2
G4, U{A..., A} SA{ Bi,..., B}) O (G(A)=G(=AY)O...[-G(=A,) O G(By)O...0G(By)).
Aus G4, erhalt man mit RU sofort R@und fir n = 1 auch G3; dass man umgekehrt mit @&BRG, auch G4
beweisen kann, ist weit weniger trivial. Das héshait zusammen, dass — wie in Lenzen (1980) geweigie
— fir beliebige Satza,, ..., A, By,..., B, gilt: [A; O{A,,..., A}SAB,,..., B},..., A, O{A,..., A}SAB,,..., By}
SA[B; 0{A,,..., A}SAB;,...,B},..., B,O{A,..., A}SAB,,..., B}l



