BESCHRANKTE UND UNBESCHRANKTE REDUKTION
VON KONJUNKTIONEN VON MODALITATEN IN S4

Wolfgang Lenzen

0. EinfUhrung

Einige der bekannten Erweiterungen des modallogiscBystems S4 entstehen — bei
Axiomatisierung im Stile von £MMON [5] — durch Hinzunahme von Axiomen der Gestalt
Ap 0 Bp, andere durch Axiome der Forip [ (Bp O Cp), noch andere durch solche der Gestalt
ApO (BpU (CpI Dp)), wobei A, B, C, D jeweils affirmative Modalitaten — im Sinne beidpie
weise von [4], S. 42 — sindFir eine einheitliche Behandlung dieser Axiome uedvandter
Prinzipien empfiehlt es sich, allgemein ,Konjunktem* A...CA, (n > 1) von Modalitaten in
Betracht zu ziehen, wobei natirlich fur jeden Satder AusdruckA;[l...0A.(p) gleich der
normalen n-fachen Konjunktion A(p) O...0A(p) sein soll. Den unbequemen Ausdruck
»Konjunktionen von Modalitaten* kirzen wir durch NK* ab und benltzen im FolgendeK",
(mit oder ohne Index) als metasprachliche Varidie<M.

Die Axiome der eingangs erwéhnten S4-Erweiterungjed also Einzelfélle des Schemas:
Kp O Ap, bei demA eine Modalitat unK eine KM darstellt. Dalie Umkehrungen dieser Satze
jeweils Theoreme von S4 sind, wird mit ihnen eiredéktion der KM auf eine S4-Modalitat
bewirkt. Es stellt sicideshalb die Frage, ob nicht vielleicht samtlichdkKle aus der recht
anzahlstarken undntbersichtlichen Menge der S4-Erweiterungen dinislang ununtersuchte
KM-Reduktionen charakterisierbar sind, und ob unegek solche Reduktionsprinzipien
eventuell zur Entdeckung neuer Kalkile der genaniamilie fihren. Beide Teilfragen sind
negativ zu beantworten. Im ersten Teil dieser Araid sich herausstellen, dass die Menge der
durch (unbeschrankte) Reduktion beliebiger KM ckianésierbaren Kalkile eine echte — und
zwar relativ kleine — Teilmenge der Menge aller dégo bekannten S4-Erweiterungen darstellt.
Und diese Inklusion besteht selbst dann fort, wemen zusatzlich noch eine Reihe von
Einschrankungen der KM-Reduktionsprinzipien in Beltt zieht, wie das in Teil 2 geschieht.

1. Unbeschrankte Reduktion von KM

Zwischen den sieben verschiedenen S4-ModalitatemML, LM, ML, MLM, M und| (wobei
»1“ wie in [10] fur die uneigentliche, ,improper”, Mialitat steht), bestehen bekanntlich (vgl.
z. B. [4], S. 48) die logischen Beziehungen, wie isi der unten folgenden Abb. 1 dargestellt
werden. Deshalb kann es im Rahmen von S4 hdéch&@&nerschiedene KM geben, namlich
neben den einfachen Modalitdten nothtML, IOLMOML, MLOLM, ICLM, IEML, IOMLM.
Auch sieht man leicht, dass zwischen ihnen jedenfdie in Abb. 2 illustrierten logischen
Beziehungen bestehen.

Weiter unten wird sich herausstellen, dass im Rahnen S4 tatsdchlich keine weiteren
Beziehungen zwischen KM bestehen, dass insbesokderer der Pfeile von Abb. 2 umkehrbar
ist und deshalb in S4 genau 13 verschiedene KMierds.

! Beispiele des ersten Typs sind die weiter untégehden AxiomeG1, K1, sowie natiirlich das S5-Axiom8:

Mp O LMp; Beispiele des zweiten Typs sind etwa die AxioRfeund L1 fur die Kalklle S4.4 und S4.04, die
ebenfalls weiter unten angegeben werden. Fir degerdifyp vgl. die unten folgenden PrinzipiE6 und (21).
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Abb. 1. Modalitaten in S4 Abb. 2. Konjunktionen Wodalitaten in S4

K. E. PLEDGER hat in seiner ausfihrlichen Studie [10] Reduktmimezipien A;p [0 Agp flr
(nichtkonjunktive) Modalitater in S3 — und also auch in S4 — untersucht. BOLDBLATT hat
sich in [2] darlUber hinausgehend mit Reduktiongipien der GestaltAp O (p OLp)
beschaftigt, wobeA{L, LML, LM, ML, MLM, M, 1}, die Notwendigkeit also in schlichte
Wahrheit plus eine zuséatzliche S4-Modalitat ,zeeletf Weiterhin hat ®LDBLATT in [3]
gelegentlich der Vorstellung des neuen Kalkils $4.&4 H 1 mit

(F)  MLpO(LMp O LMLp)

darauf hingewiesen, dassHPGER ermittelt habe, ,das§1 die einzige Instanz des Schemas
ApO (BpOCp) — mitA, B, C als affirmativen S4-Modalitaten — sei, die nichit sinem Axiom
der [damals] bekannten Erweiterungen von S4 agemadei” (vgl. [3], S. 568, Anm. 1). Die
genauen Details dieses Befundes vaeBDRER sind anscheinend nicht im Druck erschienen. Sie
lassen sich jedoch als Teilresultat aus der ndotsteen Tabelle 1 ablesen, in der jene S4-
Erweiterungen aufgelistet sind, die sich durch Hmghme eines der 169 mdglichen
ReduktionsprinzipierK,p [ Kop fir KM ergeben. Eine Leerstelle in der Tabelletdean, dass
das jeweilige Reduktionsaxiom in S4 beweisbar Mit ,PC** wird das triviale System
bezeichnet, in dem wegen der Beweisbarkeit ydi Lp alle modalen Unterscheidungen
zusammenbrechen. Im Ubrigen wird dort auf die Siastisezeichnungen der bekannten S4-
Erweiterungen Bezug genommen, also insbesonderdi@fefinitionen®

S4.04 :=54 11, K1 := 54 K1,

S4.1.2 1= 54.04 N1, K1.2 := S4 #H1,
S4.2 = 54 61, K2 :=S54.2 K1,
S4.4:= S4 R1, K4 :=S4.4 K1.

Die entsprechenden Axiome lauten:
(L1)  pO(MLpOLp),

(N1)  L(L(pOLp)Op)0MLpOp),
(G1)  MLp OLMp,

2 Dieser Ausdruck stammt voreiaN, der in [15] zwei solche ,Zerlegungs®“-Prinzipiemamlich R1 und L1,

ausfuhrlich untersucht hat.
% Fir S4.01 vgl. [B fur S4.04 vgl. [15]; fur S4.1.2 vgl. [14]; fir S4vgl. [1]; und fiir S4.4 vgl. [11]. Die Defini-
tionen der K-Systeme finden sich in [12] und [13].
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(Rl) pOMLpOLp)

(K1)  LMp O MLp,

(H1) pOLMpOp).

In der folgenden Tabelle werden die 25 trivialemBApien, bei deneik, = L bzw. K, = M ist,
Uberhaupt nicht berlcksichtigt. Von den aufgelestel44 Reduktionsaxiomen erweisen sich
weitere 47 als simple S4-Theoreme, und bezuglichretlichen 97 in S4 nicht beweisbaren
Prinzipien gilt — in Verallgemeinerung des obenerien Befundes vonBDGER — dass jedes
einzelne mit einem Axiom einer bekannten S4-Erweitg aquivalent ist.

I MLM || ML LM | [7 ) ML | IO LML |1 L
MLM ML LM LM ML [ LML
LM
M | PC* S5 pPC* PC* S5 pPC* PC* PC* pPC* pC* pPC* PC*
I S5 pPC* PC* S5 PC* S5 pPC* PC* PC* PC* pPC*
MLM | PC* PC* K1 S4.2 pPC* PC* K2 PC* K2 pPC* PC*
| [MLM K1 S4.2 K1 S4.2 K2 K2 K2 K2 K4
ML | S5 S5 S42| S5 S5 S4.2 S5 S42 S5 S5
LM | PC* PC* K1 pPC* PC* K1 PC* K1 PC* PC*
I ML S4.2 S42 | S42| S4.2 S42 S42 S414
M K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1.2
ML/M | S5 S5 S5 S5 S5 S4.01 S5 S5
| [MLAM S4.01| S4.01 S4.1{2
LML | S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
I LML S4.04

Tabelle 1. Liste der S4-Erweiterungen, die sichctuReduktionsprinzipien | /7 Kop fir Konjunktionen von
Modalitaten ergeben

Die meisten Aquivalenzbeweise sind trivial und diirtleshalb weggelassen werden. Einzig
die Resultate der drittletzten Zeile seien hieragem bewiesen, wobei wir uns zunéchst auf die
beiden folgenden Metatheoreme stiitZen:

METATHEOREM1.
Fir jedeS4-Modalitat A gilt (in T, also erst rechtin S4die abgeleitete Regel

al0p FAaO 4B

METATHEOREMZ2.
Fir jedeS4Modalitat A gilt inS4das Distributions- bzw. Konjunktionsprinzip
a) AleOp) O((LaOAp), b) AcOLAOA(aOp).

Far die zweit- und drittletzte Spalte der dritttetz Zeile von Tabelle 1 ist zu zeigen, dass man
den Kalkil S4.01 alternativ 4ul auch durch das schwéachere Prinzip

(rey pd (MLpO (LMp OLMLp))
axiomatisieren kann. Der Beweis lauft wie folgt:

(1) LMpOLLMp sS4
(2) MLM-p 0 MLLM=p S4

* Fir MT1 vgl. etwa [4], S. 42; der einfache BewfgisMT2 stiitzt sich auf das Theorem von T (vgl, . 40):
Mp OLg O M(p O q) sowie das S4-Axiom.p O LLp.



(3) MLLM=-p OLLMp O M(LLM-p O LMp) MT2b

(4) LLM-pOLMp OL(LM-p OMp) MT2b

(5) M(LLM-p OLMp) O ML(LM-p O Mp) MT1 (4)

(6) LM-pOMpOM(M-pOp) MT2b

(7) ML(LM-p OMp) O MLM(M-p Op) MT1 (6)

(8) M-pOp)O-(pOLp) PC

(99 MLM(M-pUOp) OMLM-(p O Lp) MT1 (8)

(10) LMp OMLM=-p O MLM~-(p O Lp) (1)-(3), (5), (7), (9PC
(11) LMp O (LML(p O Lp) O LMLp) (20),PC

(12) -pO(pULp) PC

(13) LpOL(p O Lp) S4

(14) MLp O ML(p O Lp) MT1 (13)

(15) LM(p O Lp) S2

(16) GpOMLp) O (p U Lp) OML(p O Lp) OLM(p U Lp) (12), (14), (15)
(17) eOLp) O ML(p O Lp) O (LM(p U Lp) U LML(p O Lp))) ré:p/(p0Lp)
(18) ~pUMLp) OLML(p U Lp) (16), (17)PC
(19) (-pUOMLp OLMp) OLMLp (11), (18)PC
(20) pOMLp OLMp O LMLp re, PC

(ry) MLp O (LMp O LMLp) @9), (20),PC.

Also folgt im Rahmen von S4 in der TBL ausl'6; da die umgekehrte Implikation trivial ist,
stellt’'6 somit ein neues charakteristisches Axiom von Sda&rl

Bezlglich der Eintragung in der letzten Spaltedtétletzten Zeile bleibt zu verifizieren, dass
das Reduktionsprinzip

(21) pOMLpO (LMpOULp)

als charakteristisches Axiom von S4.1.XS4;L1; N1} dient. Wegen der in Abb. 1 darge-
stellten Beziehungen zwischen den S4-Modalitatégt fnunachst unmittelbdrl aus (21); dass
(21) des Weiteren audil impliziert, sieht man wie folgt:

(22) @UOLp) OML(pOLp) O (LM(p O Lp) OL(pULp)) (21):p/(p U Lp)
(23) GpUMLp) OL(pOLp) (16), (22)

(24) -(MLpOp)J-(L(pULp) Op) (23),PC

(25) ~(LPOLp)Op) O-L(L(pOLp) Op) S1

(NI) L(L(pOLp) Op) 0 MLpDOp) (24), (25).

Der Kalkil S4.1.2 ist also i§S4; (21) enthalten. Umgekehrt hatoGDBLATT gezeigt, dass aus
N1 das AxiomT1 folgt (vgl. [3], S. 568). Aus der Konjunktion vohl mit L1 folgt aber
unmittelbar unser (21), das somit erst recht eineofdm — und insgesamt also ein
charakteristisches Axiom — des Kalkiils S4.1.2 e#itsDer Beweis der (ibrigen Aquivalenzen
ist, wie gesagt, mehr oder weniger trivial.

Es zeigt sich also, dass von den bislang bekarmate85 Erweiterungen von 3dicht mehr als

10 durch KM-Reduktionsprinzipien darstellbar sindmlich — au3er PC* — die Kalkile K4, K2,
K1.2 und K1 der so genannten K-Familie und die Ise®ysteme S5, S4.4, S4.2, S4.1.2, S4.04
und S4.01.

® Eine fast vollstandige Ubersicht bietet das Daagm auf S. 574 vof8].



2. Beschrankte Reduktion von KM

In [8] hatte sich herausgestellt, dass bei einer episti@n Deutung der Modalitaten nicht
nur die Reduktionsaxiom®1 und L1 von besonderem Interesse waren, sondern auch die
Beschréankungen dieser Prinzipien auf Satze u.ré-aten Lp [0 Lg) und ¢ O Lp). In [6] konnte
dann genauer bewiesen werden, dass das Hinzufiégeubstitutionsinstanz

(L1.2) (LpOLg) O (LML(Lp O Lg) O L(Lp O La))

vonL1l zu S4 ein bis dato unbekanntes, neues SystenB3,&td@ab (vgl. jedocfi7]); und einige
Evidenz sprach dafir, dass es sich auch bei S4-034:+L1.3 mit

(L1.3) (pOLp) O (LML(pOLp) OL(pOLp)
bzw. bei S4.1.4: = S4R1.3mit

(R1.3) (pOLp) OML(pOLp) OL(pOLP)

um neue Erweiterungen von S4 handeln kénnte. Weraligkich diese letzteren Vermutungen
mittlerweile als falsch erwiesen haben (M@]), so schien es doch einer naheren Untersuchung
wert, ob allgemein die Beschréankung irgendeinesotbegen Reduktionsprinzipien fir KM auf
Satze eben der Forrh [ Lq) oder ¢ [ Lp) zur Entdeckung neuer Kalkile fihren wirde.

Es zeigte sich dabei, dass (trotz gegenteiligaiai pVahrscheinlichkeit) kein einziger neuer
Kalkdl hinzukam und dass die Menge der durch bésidtte Reduktion von KM charakteri-
sierbaren Systeme nur zwei Elemente enthielt, dolitnauch schon durch unbeschrankte
Reduktion von KM gewonnen werden konnten, ndmlieham S4.03 noch S4.3.2: = SE+mit

(F)  L(pUaq) OMLgOp).

Die genaueren Details dieser Untersuchung findem isi den nachstehenden Tabellen 2 und 3.
Die Beweise der einzelnen Aquivalenzen sind in Regel schwieriger als jene der Tabelle 1.
Dennoch wollen wir uns aus Platzgrinden auf denhiNats einiger ausgesuchter Ergebnisse
beschrénken, wobei wir als weiteres Metatheoreniitzen®

METATHEOREM 3.
In S4.2gilt das Konjunktionsprinzip
LMLo O LMLS O LML(aJp).

A) Fur die Resultate beispielsweise in Zeile 3 Baelle 2 prift man zunéchst leicht nach, dass
(26)  MLM(Lp O Lq) OL(LpOLq)

ein Theorem von S5 ist, wahrend man aus

(27)  MLM(LpOLg) O (Lp O Lq)

durch Substitutiomp/pp das charakteristische AxioMLq [ Lg von S5 herleiten kann. Damit
sind die Eintragungen in den Spalten 1, 3, 6,uh®11 dieser Zeile schon gerechtfertigt.

®  ZeEwmaN hatin[15], S. 253, nachgewiesen, dass in S4.2 das ML-Disioibsprinzip:ML(p O g) O (MLp O MLq)
gilt. Mit MT1, 2a folgt hieraus sofort auch dadL-Distributionsgesetzt ML(Lp O Lqg) O (LMLp O LMLQ),
und daraus MT3.
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I MLM || ML LM | ) MLLO | IO LML |1 L
MLM ML LM LM ML [ LML
LM
M | S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
I S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
MLM | S5 S5 S42| S5 S5 S4.2 S5 S42 S5 S§
| /MLM S4.2 S42 | S42| S42 S42 S42 S43.2
ML | S5 S5 S42| S5 S5 S4.2 S5 S42 S5 S§
LM | S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
I ML S4.2 S42 | S42| S42 S42 S42 S43.2
IIM S4.03
ML/M | S5 S5 S5 S5 S5 S4.01 S5 S5
[ /ML/M S4.03
LML | S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
| LML S4.03

Tabelle 2 Liste der S4-Erweiterungen, die sich Hubeschréankte Reduktionsprinzipien der ForpiLK O Lqg) O
Ko(Lp O Lq) ergeben

Fur die Spalten 5, 8 und 10 ist zu zeigen, dass

(28) MLM(Lp O Lqg) O LML(Lp O Lq)

Theorem von S4.2 ist, und dass umgekehrt

(29) MLM(Lp O Lg) O LM(Lp O Lq)

das mitG1 aquivalente (vgl. z.H.1], S. 252) Axiom

(G2 MLp O LMLp

impliziert. Ersteres ergibt sich wie folgt:

(30)  —LML(LpOLg) OMLM(Lp O-Lq) S1°

(32) MLM(Lp OO =Lqg) 00 MLMLp PC, MT1

(32) MLM(Lp OO -Lg) 0O MLM-Lq PC, MT1

(33) MLMLp O MLp S4

(34) MLp O LMLp G2

(35) LMLpOLMLLp S4°

(36)  MLM-LgOMLM-q S4°

(37) MLM-q [l LMLM-q G2: p/M-q

(38)  —LML(LpOLg) OLMLLp OLMLM-q (30)-(37),PC
(39) LMLLp OLMLM-q O LML(Lp OM=Q) MT3

(40) LpOM-qUO = (Lp O L) PC

(42) LML(Lp OM-q) O LML=(Lp O Lq) MT1 (40)

(42) sLML(Lp O Lg) O LML= (Lp OLQ) (38), (39), (41)PC
(28)  MLM(Lp O Lg) O LML(Lp O Lq) (42),PC.

Damit ist die erste Teilbehauptung nachgewiesenlugeh der zweiten hat man:

(43)  MLM(L(pt-p) O Lp) O LM(L(pC=p) O Lp) (29):p/pU-p; o/p
(44)  Lp O (L(pC=p) O Lp) PC

(45) MLMLp O MLM(L(p=p) O Lp) MT1 (44)



(46)  ((pL-p) O Lp) O Lp) S1°

(47)  LM(L(pChp) O Lp) OLMLp MT1 (46)

(48)  MLMLpOLMLp (43), (45), (47)
(49)  MLpOMLMLp S4

(G2) MLpOLMLp (48), (49).

Somit bleibt fiur die Zeile 3 lediglich nachzuweisafass — wie in Spalte 4 behauptet wird —
neben den trivialen Prinzipien auch

(50) MLM(Lp O Lg) O ML(Lp U Lq)
ein S4-Theorem ist. Der Beweis lauft wie folgt:

(51) LM-(LpOLqg) OLMLp PC, MT1
(52) LM-(LpOLqg) OLM-Lg PC, MT1
(53)  LMLpOLMLLp s4

(54) LM-LgqOL-Lq s4

(55) L-LgOLLL-Lg s4

(56) LM-(LgOLg) OLMLLp OLLL-Lq (51)-(55),PC
(57)  LMLLp OLLL-LqOL(MLLp OLL-Lq) MT2b

(58)  MLLp OLL~Lqg O M(LLp OL-La) MT2b

(59)  L(MLLp OLL-Lqg) OLM(LLp OL-La) MT1 (58)
(60)  LLpOL-LqOL~(LpO La) MT2b

(61)  LM(LLp OL-Lg) O LML~ (Lp O Lq) MT1 (60)
(62)  LM-(LpOLqg) OLML=(Lp O Lq) (56), (57), (59), (61PC
(50)  MLM(Lp O Lg) O ML(Lp O L) (62),PC.

Bezuglich der Aquivalenzen in den lbrigen Zeilem V@belle 2 beachte man, dass im Rahmen
von S4 weiter gilt:

(63)  LMLM(Lp O Lq) O LML(Lp O La) MT1 (50)
(64)  LM(Lp O Lg) O LMLM(Lp O Lq) sq
(65)  LM(Lp O Lg) O LML(Lp O Lq) (63), (64),PC.

Aufgrund von (50) und (65) mussen also in den ZeBeund 5 jeweils die gleichen Resultate
auftreten; ferner in{4, 7}; in {6, 9, 1L; und in{8, 10, 12 sowie in den entsprechenden
Spalten{2, 4}; {3, 6}; {5, 8, 1G;; und{7, 9, 1L Die einzig schwierigeren Beweise flr die
restlichen Aquivalenzen von Tabelle 2 betreffen idieder letzten Spalte erwdhnten Kalkile
S4.3.2 und S4.03; sie finden sich @), S. 160-162.

B) Bezlglich der Ergebnisse von Tabelle 3 beaclste munachst, dass
(66) LM(p O Lp)
und, a fortiori, auch

(67)  MLM(pOLp)
(68)  M(pULp)

"vgl. etwa[4], S. 47.



Theoreme von T und somit erst recht von S4 sindshBie fallen die ZeilerX1, 3, 6}
zusammen,; weiterhin aucf2, 4, 8; {5, 9}; und {7, 10}. Und ebenso die entsprechenden
Spalten{ 2, 5}; {1, 3, 7}; {4, 8}; {6, 9}. Wir wollen uns hier auf den Beweis der Resultate
den beiden letzten Spalten beschranken.

I MLM || ML LM | [7 ) ML | IO LML |1 O L
MLM ML LM LM ML LML
LM
M | PC* PC* K1 pPC* PC* K1 pPC* K1 pPC* PC*
I K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1.2
MLM | PC* PC* K1 PC* PC* K1 PC* K1 PC* PC*
| [MLM K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1.2
ML | S5 S5 S5 S5 S5 S4.01 S5 S5
LM | PC* PC* K1 pPC* PC* K1 pPC* K1 pPC* PC*
| LML S4.01| S4.01 S4.1)2
M K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1.2
MLZILM | S5 S5 S5 S5 S5 S4.01 S5 S5
I [/MLM S4.01| S4.01 S4.1)2
LML | S5 S5 S5 S5 S5 S5 S5
| LML S4.04

Tabelle 3 Liste der S4-Erweiterungen, die sich Hubeschrénkte Reduktionsprinzipien der ForafpKd Lp) O
Ko(p O Lp) ergeben

Waéhrend die PC*-Ergebnisse in den Zeilen 1, 3 utidv&al sind, muss fur Zeile 2 (bzw. 4, 8)
gezeigt werden, dass

(69)  EOULp)OL(pOLp)

im Rahmen von S4 deduktiv aquivalent it ist und
(70) (P OLp) OLML(pOLp)

deduktiv &quivalent miK1. Nun gilt:

(71) spOLM-pO-p) H1: p/-p
(v2)  M-pUO-pU(@PULp) PC

(73) L(M=-pO-p) OL(p OLp) MT1 (72)
(74)  -pUL(pULp) (71), (73)
(75) LpOL(pOLp) S3°

(70) EPOLp) OL(pOLp) (74), (75),PC.

Umgekehrt folgt natirlichHl via (74) aus (70), so da§$4; (70} aquivalent mit{S4;H1} =
K1.2 ist.

Die zweite Aquivalenz ergibt sich folgendermaRen:

(76) LM(p O Lp) OML(p O Lp) KlL:p/pOLp

(77) LLM(p O Lp) O LML(p O Lp) MT1 (76)

(78) LM(p O Lp) O LLM(p O Lp) S4

(79) LML(p O Lp) (77), (78), (66)PC
(70)  (@OLp)OLML(pOLp) (79),PC.



Also ist (70) ein Theorem von K1. Umgekehrt fokdt sogar schon aus dem schwéacheren
(80) (EULp)OML(pOLp),
was man folgendermal3en sieht:

(81) CpUL-p)UML(=-pUL-p) (80):p/-p
(82) -ML(pOLp)Op (80),PC

(83) AML(=pOL=p)O=p (81),PC

(84) =(=ML(p O Lp) O=-ML(=p O L=p)) (82), (83),PC
(85) Mp OLM=-p O M(p OM=p) MT2b

(86) L(Mp OLM=-p) O LM(p OM=p) MT1 (85)
(87) LMp OLLM=-p O L(Mp OLM-p) MT2b

(88) LM-p O LLM-p S4

(89) LMp OLM=-p O LM(p OM-p) (86)-(88),PC
(90) LM-p OLM==pOLM(=p OM=-=p) (89):p/-p
(91) LMp OLM=-p O LM(=p OMp) (90),PC, MT1
(92) LM(pCM=-p) OLM(=pOMp) O =ML(p0Lp) O=ML(=pOL=-p) PC, MT1
(93) = (LMp OLM-p) (84), (89), (91), (92RC
(K1) LMp O MLp (93),PC.

Beachtet man weiterhin, dass
(94) ML(p O Lp) OL(pOLp)

trivialerweise Theorem von S5 ist, so bleibt fundeachweis der Zeilen 5, 9 und 11 nur zu
zeigen, dass S4 plus

(95) LML(pOLp)O(pOLp)
zu S5 fuhrt. Tatséchlich gilt:

(96) pO(=pdL-p) PC

(97) LMLp O LML(=p O L=p) MT1 (96)
(98) LML(=p O L=p) 0 (=pOL=p) (95):p/-p
(99) L-pO~=LMLp S2

(100) LMLpOp (97)-(99),PC.

Wie aus Tabelle 1, Zeile 11, Spalte 1 hervorgedk @uch[4], S. 264, Anm. 274), ist abdS4;
(100)} aquivalent mit S5.

Da die Resultate in Zeile 7 (bzw. 10) und Zeile $palte 12 von Tabelle 3 schon [@]
bewiesen wurden, soll hier abschlieRend nur nogkigewerden, dass — wie aus Zeile 10, Spalte
11 hervorgeht und in Zeile 7, Spalte 10 explizivdogptet wird —

(101) @ OLp) O (ML(p O Lp) O LML(p O Lp)

mit dem S4.01-Axiom[l'1l deduktiv &quivalent ist. Nun hatte sich schon ereibben
herausgestellt, dass im Rahmen vonl34durch 6 ersetzt werden darf. Aus letzterem folgt
durch Substitutiop/p O Lp angesichts von (66) unmittelbar (101), und umgekedt man:

(102) MLpOML(=pOL=p) MT1 (96)
(103) EpOL-p0OMLEpOL=-p) OLML(=pOL=p)) (101):p/—p
(104) pOMLpOLML(=pOL=-p) (96), (102), (103)



(205) GpOL=-p)d(MpOp) PC

(106) LML(~p O L=p) O LML(Mp O p) MT1 (105)
(107) LML(Mp O p) O (LMp O LMLp) MT2a
(re)  pO(MLp O (LMp O LMLp)) (104), (106), (107)PC.

Die restlichen Aquivalenzbeweise fiir die Tabellsir®l — wenn nicht trivial, so doch, zumindest
unter Berucksichtigung der einschlagigen Literagpeziell von 8BoCINskI's [13] — einfach
durchzuftihren.

Es zeigt sich also, dass weder die unbeschrankiem die beschréankten Reduktionsprinzipien
fir Konjunktionen von S4-Modalitaten zu neuen mbmaschen Kalktlen fihren. Gegen Ende
seines Buchegl6] schreibt J. J. @vwAN: ,Indem man immer weitere Systeme aus dieser kamil
[n&mlich jeder der reguldren S4-Erweiterurjgemtdeckt und untersucht, kann man sich nicht des
beunruhigenden Gefiihls erwehren, dass es sich daivevortlich um eine Familie handelt, die
die Fahigkeit besitzt, sich fortzupflanzen und zrmehren, und so unbegrenzt viele neue
Systeme hervorzubringen.” (S. 276) Die vorliegehfgersuchung zeigt so nebenbei, dass die
Potenz jener Familie doch geringer ist a#s1ZN befirchtet.
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